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Streszczenie

Podczas wyktadu zostang oméwione relacje dwucztonowe, a takze sposoby ich reprezentacji w postaci ma-
cierzy lub grafu. Grafy zostang uzyte do pokazania relacji w postaci przemawiajacej do wyobrazni. Tymcza-
sem posta¢ macierzowa umozliwi konstrukcje algorytméw do badania wtasnoSsci relacji. Zostana takze poka-

zane przyktady relacji wraz z przedstawieniem ich wtasnosci i okreSleniem ich typdw.
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1 WSTEP

Relacja jest podstawowym pojeciem matematycznym [2, 3], takZze uzytecznym w informatyce. Na przyktad,
w jezykach programowania wystepuja operatory relacji =, #, ¢, <,», 2. Od tego, czy pewna relacja zachodzi, jest
uzaleznione wykonywanie instrukcji warunkowej.

Jako inny przyktad mozna podac relacyjne bazy danych, gdzie dane sg grupowane w relacje, ktére sa repre-
zentowane, jako wiersze w tabelach. Relacja, o kt6rej tu mowa, jest uogdlnieniem relacji dwucztonowej, ktéra
zostanie przedstawiona w dalszej czesci wyktadu.

Z kolei w eksploracji danych méwi sie o danych otrzymywanych w wyniku pomiaréw. Z pomiarem zwigzana
jest skala pomiarowa. Skale pomiarowe sg definiowane przez rézne typy relacji. Rdwniez w eksploracji da-
nych wykorzystuje sie teorie zbioréw przyblizonych (ang. rough sets), a w niej relacje nierozréznialnosci.

Relacje dwucztonowa mozna przedstawi¢ w postaci macierzy kwadratowej, ktéra jednoczednie jest ma-
cierzg sgsiedztwa grafu zdefiniowanego przez te relacje. Macierzowa reprezentacja relacji umozliwia two-
rzenie algorytméw do badania wtasnosci relacji. Takie podejscie ma istotne znaczenie z punktu widzenia
dydaktyki informatyki. Informatyk powinien umie¢ skojarzy¢ pojecia teoretyczne z praktycznym ich zasto-
sowaniem. W szczegdlnosci, powinien umieé przedstawia¢ modele matematyczne w postaci zalgorytmizo-
wanej.

W niniejszym wyktadzie zostang omdéwione relacje dwucztonowe, ich wtasnosci i typy, a takze algorytmy
stuzace do ich badania. Poniewaz kluczem do zrozumienia niektérych algorytméw jest znajomosé pewnych
operacji na macierzach zostang one krétko przedstawione w dodatku na kofcu wyktadu.

2 ILOCZYN KARTEZJANSKI ZBIOROW

Rozwaza sie dwa zbiory Xi Y. Zbiér wszystkich uporzadkowanych par (x, y) elementéw nalezacych odpowied-
nio do tych zbioréw, nazywa sie iloczynem (produktem) kartezjafiskim zbioréw X i Y. lloczyn kartezjanski
oznacza sie jako XxY. Mozna to zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

XxY={(x,y):xe XiyeVY}. @)
Jezeli dodatkowo zachodzi rownoS¢ X =Y, to zamiast XxY mozna napisaé X2.

Niech za przyktad postuzy iloczyn kartezjafiski dwéch zbiordw Xi Y, z ktérych pierwszy zawiera cztery cyfry:
X={1, 2, 3, 4}, zas drugi zawiera trzy litery: Y = {a, b, c}. lloczynem kartezjafiskim jest zbiér wszystkich par
(cyfra, litera):

1,0 1,b) 1,0
2,0 2,629 @
(3,a) 3,b) 3,0
(4,a) 4,b) (4,0

XXY: {1’ 2’ 3’ 4} X {a, b’ C} =

Przyktad ten mozna takze zinterpretowaé graficznie, jak na rysunku 1. Jezeli w tabeli wiersze oznaczymy
elementami jednego zbioru, a kolumny — elementami drugiego zbioru, to punkt na przecieciu odpowiedniego
wiersza i kolumny reprezentuje pare (cyfra, litera).
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Rysunek 1.

Graficzna interpretacja iloczynu kartezjafskiego

Innym przyktadem iloczynu kartezjafiskiego jest zbi6ér punktéw na ptaszczyznie OXY, oznaczany jako R2.
Pojecie iloczynu kartezjafiskiego mozna rozszerzy¢ na wiekszg liczbe wymiaréw. Dla przyktadu, iloczyn
RxRxR = R® oznacza zhiér punktéw w przestrzeni trjwymiarowe;j.

Kolejnym przyktadem iloczynu kartezjahskiego jest zbiér indekséw elementéw macierzy. Macierz jest skof-
czonym zbiorem element6w, zapisywanym w postaci prostokatnej tablicy o m wierszach i n kolumnach:

a, a, a.,
a,, a,, a,, (3)
aml amZ amn

Adres elementu w macierzy sktada sie z dwéch liczb, z ktérych pierwsza wskazuje na numer wiersza, a druga
na numer kolumny, w ktérych ten element sie znajduje. Na przyktad a,, = 1 oznacza, ze element znajdujacy
sie w drugim wierszu i czwartej kolumnie macierzy jest rowny 1. Doktadniej rzecz ujmujac, macierz mozna
zdefiniowac jako funkcje okreSlong nailoczynie kartezjafiskim zbioréw {1, 2,..., m} oraz {1, 2,..., n}:

f:{1,2,.,myx{1,2,.,n >R. (7]

3 RELACJA DWUCZLONOWA

Dla danych zbiorow Xi Y relacja dwucztonowa nailoczynie kartezjafhskim XxY jest dowolny podzbiér tego iloczy-
nu. Przyktadem relacji moze by¢ przydziat przedmiotéw, ktérych ucza nauczyciele w pewnej szkole artystyczne;j.
W przyktadzie tym mozna wyodrebnié¢ dwa zbiory. Pierwszy z nich, to zbiér nazwisk nauczycieli: X = {Kowalski,
Kwiatkowski, Malinowski, Nowak, Wisniewski}. W zbiorze drugim znajda sie przedmioty, ktore sg w szkole na-
uczane: Y ={gimnastyka, rytmika, Spiew, taniec}. Oto przyktadowy przydziat nauczycieli do przedmiotéw: {(No-
wak, rytmika), (Nowak, Spiew), (Nowak, taniec), (Kwiatkowski, gimnastyka), (Malinowski, rytmika), (Malinowski,
taniec), (Kowalski, taniec), (Wisniewski, gimnastyka), (Wisniewski, Spiew)}. Przydziat ten jest przyktadem relacji.
Widag, ze jest to tylko pewien podzbiériloczynu kartezjafiskiego XxY. lloczyn kartezjafiski zawieratby dwadzie-
Scia par (nazwisko, przedmiot), tymczasem przedstawiona relacja zawiera tylko dziewiec par.

3.1 REPREZENTACJA RELACJI

Rozwaza sie dwa zbiory: zbiér X = {x , x,,..., X _} sktadajacy sie¢ z m elementéw oraz zbiér Y={y , y,,..., v} za-
wierajacy n elementéw. Niech naich iloczynie kartezjafskim XxY bedzie okreSlona pewna relacja p. Relacja ta
moze by¢ reprezentowana w postaci macierzy. Wiersze macierzy odpowiadaja kolejnym elementom zbioru X,
za$ kolumny — elementom zbioru Y. Macierzg relacji p jest zerojedynkowa macierz [R], zawierajgca m wierszy
i n kolumn. Jej elementy okreSlone sg nastepujagcym wzorem:

R= |19 xpy, | 5)
0, gdy - py)

gdziei=1,2,..,m,j=1,2,..,n W powyzszej formule wyrazenie x, Py, czyta sig: element x, jest w relacji
z elementem Vi za$ wyrazenie -(x, pyj) czyta sie: nie jest prawda, ze element x, jest w relacji z elementem Y

Jezeli X=Y, to relacjg w zbiorze Xjest pewien podzbiériloczynu kartezjafiskiego XxX. W dalszej czesci wyktadu
bedg rozwazane wytgcznie relacje w n-elementowym zbiorze X, reprezentowane przez kwadratowg macierz
0 rozmiarze nxn.

Przyktad 1: Jako pierwszy przyktad, zostanie pokazana relacja p okreslona na szeScioelementowym zbiorze
X={1,2,3,4,5, 6}. Dla dowolnych dwdch elementéw x, y € X, relacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposéb:
Xpy < x+yjestliczbg ztozong, a zatem element x jest w relacji z elementem y wtedy i tylko wtedy, gdy ich
sumax + y jest liczbg ztozonga. Macierz tej relacji (ozn. R) ma nastepujgca postac:

001010

010101
R=|1 0101 1] ©
010111

101110

01110 1

Jezeli elementy zbioru potraktowac jako wezty grafu, to zdarzenie, iz element i-ty jest w relacji z elementem
j-tym, mozna na grafie przedstawic przy pomocy tuku skierowanego od wezta i do wezta j. Otrzymany graf
jest grafem skierowanym, zas macierz relacji jest jednoczesnie macierza sgsiedztwa grafu. Na rysunku 2 jest
przedstawiony graf relacji opisanej macierza (6).

Rysunek 2.
Graf relacji opisanej macierza (6)

4 WEASNOSCI RELAC)I

Relacja dwucztonowa moze mie¢ nastepujace wtasnoSci: moze ona by¢ zwrotna, przeciwzwrotna, symetrycz-
na, antysymetryczna, przechodnia, spéjna. WtasnoSci relacji ujawnig sie w macierzy lub w grafie. Korzystajac
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z reprezentacji macierzowej, mozna algorytmizowac sprawdzanie, czy relacja ma dang wtasnoSé. Reprezen-
tacja grafowa relacji wptywa na wyobrazZnie i utatwia proces tworzenia algorytmu.

Do tworzenia algorytmoéw zostanie uzyty jezyk C++, w ktérym catkowite wartosci 1 albo 0 mozna traktowaé
jako logiczne wartosci prawda albo fatsz. Wobec tego, dla zerojedynkowych elementéw macierzy relacji moga
by¢ stosowane operacje arytmetyczne lub operacje logiczne. Kryterium wyboru bedzie prostota i zwieztos¢
algorytmu.

W przedstawionych algorytmach pojawi sie statyczna tablica R[SIZE][SIZE]. Stata SIZE oznacza maksy-
malna licznos¢ zbioru, na ktérym jest zdefiniowana relacja. Kwadrat tej wielkosci okresla ztozonos¢ pamie-
ciowa przedstawianych algorytméw. Z drugiej strony, ztozono$¢ czasowa bedzie funkcja liczby naturalnej n,
bedacej aktualna licznoscia zbioru, na ktérym jest definiowana relacja. Przy czym aktualny rozmiar zbioru
jest nie wiekszy niz rozmiar maksymalny: n < SIZE.

W algorytmach zostanie w sposéb milczacy wykorzystana jeszcze jedna wtasnos¢ jezyka C++. W opisie ma-
tematycznym numery wierszy lub kolumn macierzy sg indeksowane liczbami od 1 do n. Tymczasem w jezyku
C++ nwierszy i n kolumn tablicy dwuwymiarowej sg indeksowane liczbami od 0 do n - 1.

4.1 ZWROTNOSC
Relacja p okreslona w zbiorze X jest zwrotna, gdy dla kazdego elementu x € X element ten pozostaje w relacji
z samym sobg. Symbolicznie mozna to przedstawi¢ w nastepujgcy sposob:

VxeX:xpx @)
W zapisie macierzowym zwrotno$¢ przejawia sie tym, ze wszystkie elementy znajdujace sie na przekatnej

macierzy R sg rowne 1. Oznacza to, ze w kazdym wezle grafu relacji znajduje sie petla. Na rysunku 3 przedsta-
wiono przyktad macierzy relacji zwrotnej oraz odpowiadajacy mu graf.

a) b)

»
C
P
No

1110
R=|0 100
0011
1011

Rysunek 3.
Przyktad relacji zwrotnej: a) macierz relacji, b) graf relacji

Algorytm badania zwrotnoSci powinien sprawdzaé, czy na przekatnej macierzy znajduja sie same jedynki.
Jezeli pojawi sie co najmniej jedno zero, to relacja nie jest relacjg zwrotng. Algorytm badania zwrotnosci zapi-
sany w postaci funkcji w jezyku C++ ma nastepujaca postac:

int zwrotna(int R[SIZE][SIZE],int n)
{ int i;
for (i=0; i<n; it+)
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if (R[i][i] == 0) return O0;
return 1;

}

Dominujacag operacja w algorytmie jest poszukiwanie zer na przekatnej macierzy relacji. Gdy relacja jest
zwrotna, liczba przeszukiwah bedzie rowna aktualnej licznosci zbioru, w ktérym jest definiowana relacja.
Liczba ta wynosi n i jest gornym oszacowaniem ztozonoSci obliczeniowej algorytmu.

4.2 PRZECIWZWROTNOSC
Relacja p okreslona w zbiorze X jest przeciwzwrotna, gdy zaden element x € X nie jest w relacji z samym soba.
Symbolicznie przeciwzwrotno$é mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:

VxeX:(xpx). ®)
W zapisie macierzowym przeciwzwrotnos¢ przejawia sie tym, ze na gtéwnej przekatnej macierzy relacji znaj-

duja sie same zera. Na grafie ujawni sie to w ten sposdb, Ze zaden jego wezet nie bedzie miat petli. Przyktad
relacji przeciwzwrotnej jest pokazany na rysunku 4.

a) b)

0110
D@
0001

Rysunek 4.
Przyktad relacji przeciwzwrotnej: a) macierz relacji, b) graf relacji

Algorytm badania przeciwzwrotnosci powinien poszukiwac jedynek na przekatnej macierzy. Jezeli pojawi sie
co najmniej jedna jedynka, to relacja nie jest relacjg przeciwzwrotna. Funkcja badajaca przeciwzwrotnosé ma
nastepujaca postac:

int przeciwzwrotna(int R[SIZE][SIZE],int n)
{ int i;
for (i=0; i<n; it+)
if (R[i][i]) return O;
return 1;

}

W algorytmie badania przeciwzwrotnosci dominujgca operacja jest poszukiwanie jedynki na przekatnej
macierzy relacji. Gdy relacja jest przeciwzwrotna, liczba przeszukiwah bedzie réwna aktualnej licznosci
zbioru, na ktérym jest definiowana relacja. Liczba ta wynosi n i jest géornym oszacowaniem ztozonoSsci
obliczeniowe;j.

4.3 SYMETRIA
Relacja p okreSlona w zbiorze X jest symetryczna, gdy dla kazdych dwéch elementéw x, y € X z faktu, ze x jest
w relacji z elementem y — wynika, ze y jest w relacji z elementem x. Mozna to przedstawic tak:
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VX, yeX:xpy=ypx. ©)

W zapisie macierzowym symetria relacji przejawia sie w symetrii macierzy relacji. Macierz R jest symetryczna,
gdy jest rbwna swojej transpozycji: R = R’. Obraz grafu takiej relacji charakteryzuje sie tym, ze wszystkie tuki
miedzy dwoma r6znymi weztami grafu biegng w dwéch kierunkach. Rysunek 5 przedstawia przyktad relacji
symetryczne;j.

a) b)
0111
Re| 1100
1011
1 010

Rysunek 5.
Przyktad relacji symetrycznej: a) macierz relacji, b) graf relacji

Algorytm badania symetrii relacji polega na przechodzeniu wszystkich elementéw Riiznajdujqcych sie ponad
gtowng przekatng macierzy relacji i sprawdzaniu, czy sg im réwne elementy R, lezace pod przekatna. Jezeli
pojawi sie sytuacja, ze R;# R, to relacja nie jest symetryczna. Algorytm ten ma nastepujgcg postac:

int symetryczna(int R[SIZE][SIZE],int n)
{ int 1i,3;
for (i=0; i<n-1; it++)
for (j=i+l; J<n; J++)
if (R[i][j] != R[J1[i]) return O;
return 1;

}

W algorytmie badania symetrii operacjg dominujaca jest poréwnywanie elementu lezacego nad przekatna
macierzy z odpowiadajgcym mu elementem lezgcym pod przekatna. Nad przekatng macierzy znajduja sie
wiersze od pierwszego do przedostatniego. Przy czym w wierszu pierwszym jest n — 1 elementéw, w wierszu
kolejnym o jeden mniej, a w ostatnim wierszu nad przekatna jest juz tylko jeden element. W skrajnym przy-
padku, gdy relacja bedzie symetryczna, wszystkie elementy nadprzekatniowe biorg udziat w poréwnywaniu.
Liczba poréwnan jest rowna liczbie tych elementéw, a wiec jest rowna sumie ciggu arytmetycznego sktadaja-
cego sie z kolejnych liczb od 1 do n— 1. Suma ta jest réwna n(n — 1)/2 i jest gornym oszacowaniem ztozonoSsci
obliczeniowej algorytmu badania symetrii relacji.

4.5 ANTYSYMETRIA
Relacja p okreslona w zbiorze X jest antysymetryczna, jezeli dla kazdych dwéch elementéw x, y € Xz faktu, Zze
x jest w relacji z elementem y i y jest w relacji z elementem x wynika, ze elementy x i y sg identyczne. Symbo-
licznie zapisujemy to w nastepujacy sposob:

VX, yeX:Xpy Aypx=Xx=y. (10)
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W macierzy relacji antysymetrycznej kazdemu elementowi R, = 1 spoza przekatnej towarzyszy element R, = 0.
Jest to rownowazne nastepujgcemu warunkowi:

V@, )),, R;AR,=0. (11)
Na grafie ujawni sie to w ten sposdb, ze jezeli miedzy dwoma ré6znymi weztami istnieje tuk, to miedzy tymi
weztami nie ma tuku biegngcego w przeciwnym kierunku. Na rysunku 6 pokazano przyktad relacji antysyme-
trycznej.

Algorytm badania antysymetrii polega na przechodzeniu przez wszystkie elementy macierzy znajdujace sie
ponad przekatng i sprawdzaniu warunku (11). Jezeli ten warunek nie jest spetniony co najmniej jeden raz, to
relacja nie jest antysymetryczna. Algorytm badania antysymetrii zapisany w jezyku C++ ma postac:

int antysymetryczna(int R[SIZE][SIZE],int n)
{ int i,j;
for (i=0; i<n-1; i++)
for (j=it+l; j<n; j++)
if (R[1]1[]J] && R[J][i]) return O;
return 1;

}

W algorytmie badania antysymetrii dominujgcg operacja jest sprawdzanie, czy jest rowny zero iloczyn bo-
olowski elementéw R, lezacych nad przekatna macierzy i odpowiadajgcych im elementow R, lezacych pod
przekatna. Gdy relacja jest antysymetryczna, to podobnie jak w przypadku algorytmu badania symetrii,
liczba sprawdzef wynosi n(n — 1)/2. Liczba ta jest gornym oszacowaniem ztozonoSci obliczeniowej algo-
rytmu.

a) b)

-

1
O = O O
OO R R
= = O O
o O O

Rysunek 6.
Przyktad relacji antysymetrycznej: a) macierz relacji, b) graf relacji

4.5 PRZECIWSYMETRIA

Relacja p okreSlona w zbiorze X jest przeciwsymetryczna, gdy dla kazdych dwéch elementéw x, y € X z faktu,
ze x jest w relacji z y wynika, ze y nie jest w relacji z x. Mozna to przedstawi¢ w nastepujacy sposo6b:

VX, yeX:xpy=-ypX). (12
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a) b)
(3)
Re| 0000
1 0 0O
0010 o

Rysunek 7.
Przyktad relacji przeciwsymetrycznej: a) macierz relacji, b) graf relacji

Przeciwsymetria relacji jest rownowazna wystepowaniu dwoch innych wczesniej zdefiniowanych wtasnosci
relacji: antysymetrii i przeciwzwrotnosci. Jezeli relacja jest przeciwzwrotna i antysymetryczna, to jest prze-
ciwsymetryczna. Oznacza to, ze dla badania przeciwsymetrii nie ma potrzeby tworzenia specjalnego algoryt-
mu. Relacja przeciwsymetryczna bywa takze nazywana relacjg asymetryczng [2]. Na rysunku 7 jest przedsta-
wiony przyktad relacji przeciwsymetrycznej.

4.6 PRZECHODNIOSE

Relacja p okreslona w zbiorze X jest przechodnia, jezeli dla dowolnych elementéw x, y, z € X z faktu, ze x jest
w relacji z elementem y i y jest w relacji z elementem z wynika, ze x jest w relacji z elementem z. Korzystajac
z symboliki matematycznej, przechodnio$¢ opisuje sie nastepujgco:

VX Y, ZeX:XpYAYypZ=Xp 2. 13)

Graf relacji przechodniej charakteryzuje sie tym, Ze jezeli istnieje tuk od wezta x do wezta y i od wezta y do
wezta z, to istnieje takze tuk idacy ,,na skréty” od wezta x do wezta z. Rysunek 8 przedstawia przyktad relacji

przechodniej.
Rysunek 8.

Przyktad relacji przechodniej: a) macierz relacji, b) graf relacji

a) b)
1 0 0O
Ro| 1101
1000
1101

Warunek przechodnioSci mozna takze sformutowac inaczej: jesli pomiedzy dwoma réznymi weztami grafu
relacji istnieje Sciezka o dtugosci dwdch tukéw, to w grafie relacji przechodniej bedzie miedzy nimi istniata
Sciezka o dtugosci jednego tuku. Powyzsza obserwacja moze poméc w znalezieniu algorytmu badania prze-
chodnioSci. Element R, macierzy sasiedztwa grafu jest réwny liczbie Sciezek o dtugosci jednego tuku, biegna-
cych od wezta i do wezta j. W macierzy sgsiedztwa grafu relacji bedzie to co najwyzej jedna sciezka. Kwadrat
macierzy sasiedztwa zlicza wszystkie Sciezki o dtugosci dwdch tukéw [3]. Warunek przechodniosci relacji
mozna teraz wyrazi¢ nastepujgco: jezeli (R2)I.l_> 0,toR,=1.
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Macierz relacji jest macierza zerojedynkowa. Jej kwadrat — zliczajacy Sciezki o dtugoSci dwéch tukéw
— moze zawiera€ zera lub liczby wieksze od zera. Poniewaz dla badania przechodnioéci nie jest istotne,
ile jest Sciezek o dtugosci dwdch tukow, ale czy takie Sciezki istnieja, to zamiast niezerowej liczby Scie-
zek o dtugosci dwédch tukéw w odpowiednich miejscach wynikowej macierzy R? wystarczy wstawic jedyn-
ke informujaca, ze takie Sciezki istniejg, a nastepnie sprawdzac, czy jedynkom w wynikowej macierzy R?
towarzysza jedynki w macierzy R. Oznacza to, ze operacje podnoszenia macierzy R do kwadratu, mozna
zastapic operacjg boolowskiego mnozenia macierzy. Wtedy warunek przechodniosci relacji bedzie spet-
niony, gdy:

R*R<R. (14)

W wyrazeniu (14) operacja (*) oznacza mnozenie boolowskie macierzy [3]. W zwyktym mnozeniu macierzy
znanym z algebry liniowej, wynikowy element mnozenia znajdujacy sie w i-tym wierszu i j-tej kolumnie jest
liczony jako iloczyn skalarny i-tego wiersza i j-tej kolumny w macierzy R, co mozna zapisaé w nastepujacej
postaci:

n
R),=ZR,R, - 15)

W mnozeniu boolowskim zamiast iloczynu i sumy w wyrazeniu (15) uzywa sie odpowiednio iloczynu i sumy
logicznej. Oznaczajac wynik boolowskiego mnozenia macierzy jako B, pojedynczy element tej macierzy
mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: B,=R,AR,; VR AR, V..VR AR . W zapisie zwartym wyrazenie ma
postac:

n
B,= kL=)1RikA Ry - (16)
Nierownos¢ w wyrazeniu (14) oznacza, ze w zerojedynkowej macierzy B jedynki moga sie znajdowac co najwy-
zej w tych miejscach, w ktérych znajduja sie jedynki w macierzy R. Algorytm badania przechodniosci sktada
sie z dwoch faz. W fazie pierwszej wykonywana jest operacja (16), zas w fazie drugiej sprawdzany jest waru-
nek (14):

int przechodnia(int R[SIZE][SIZE], int n)
{ int B[SIZE][SIZE];
int i,3j,k;
//mnozenie boolowskie: B = R*R — wz. (16)
for (i=0; i<n; it+)
for (j=0; j<n; Jj++)
{ BIil[]] = 0;
for (k=0; k<n; k++)
B[1][j] = B[il1[3] || (RIil[k]&&R[k][F]);
}
//sprawdzenie warunku (14)
for (i=0; i<n; i++)
for (J=0; j<n; J++)
if (R[1][]J] <B[i][]J]) return O0;
return 1;
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Przedstawiony algorytm mozna dalej uproscié:

Poniewaz znajdowanie kolejnych elementéw macierzy B odbywa sie niezaleznie od innych elementéw tej
macierzy, nie ma potrzeby wylicza¢ catej macierzy przed przystapieniem do sprawdzania warunku (14).
Zamiast tego mozna wylicza¢ kolejny element macierzy B i sprawdzié, czy jest rowny 1. Jezeli tak jest,
to takze trzeba sprawdzié, czy odpowiadajacy mu element macierzy R jest rowny 1. Jezeli rownos¢ nie
zachodzi, to mozna zakohczy¢ dziatanie algorytmu, gdyz relacja nie jest relacja przechodnia.

W wyrazeniu (16) mozna zrezygnowac z sumowania. Jezeli kolejny iloczyn wynosi zero, sumowanie nic nie
zmieni. Jezeli iloczyn jest rowny jeden, nalezy przerwac petle liczaca iloczyny.

Poniewaz cata macierz B nigdy nie jest potrzebna, a tylko jej kolejne elementy sg lokalnie wyliczane, to mozna
takze zrezygnowac z macierzy B na rzecz zmiennej lokalnej B, ktéra przechowuje boolowska sume iloczynéw
(16).

Po uproszczeniach, ostateczna wersja algorytmu ma postac:

int przechodnia(int n, int R[SIZE][SIZE])
{ int i,3j,k;
int B;
for (i=0; i<n; i++) for (j=0; j<n; J++)
{ B =0;
for (k=0; (!B) && (k<n); k++) B = R[i][k] && R[k][]];
if (R[1][]j] < B) return 0;
}

return 1;

}

W algorytmie badania przechodniosci dominujaca operacja jest obliczanie wartoSci co najwyzej n? warto-
sci B. Dodatkowo, dla znalezienia pojedynczego elementu B potrzeba obliczyé maksymalnie n iloczyndw.
Stad szacowana gérna ztozonos¢ algorytmu wynosi n’® iloczynéw boolowskich.

4.7 SPOJNOSC

Relacja p okreslona w zbiorze Xjest sp6jna, jezeli dla dowolnych dwéch elementédw x, y € X element x pozosta-
je wrelacji z elementem y lub element y pozostaje w relacji z elementem x. Spdjnos¢ wyrazona symbolicznie
ma postac:

VX, ye X:Xpy V ypx v x=y. 17)

D@
o’ze.

a) b)

R O R -
O R Rk R
O = O
O - r O

Rysunek 9.
Przyktad relacji spéjnej: a) macierz relacji, b) graf relacji
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W zapisie macierzowym sp6jnos¢ przejawia sie tym, ze jezeli poza przekatng w macierzy relacji zachodzi
R, =0, to odpowiednio R,=1.0znaczato, ze dla relacji sp6jnej zawsze zachodzi nastepujgcy warunek:

VG ), R;vR,=1. (18)
Graf relacji spdjnej charakteryzuje sie tym, ze pomiedzy dwoma r6znymi jego weztami istnieje tuk co najmniej
w jednym kierunku. Na rysunek 9 pokazano przyktad relacji spojnej.

Algorytm badania sp6jnosci relacji polega na przebiegu przez wszystkie elementy macierzy znajdujgce sie
ponad przekatng i sprawdzaniu, czy spetniony jest warunek (18):

int spojna(int R[SIZE][SIZE],int n)
{ int i,3;
for (i=0; i<n-1; it+)
for (j=itl; Jj<n; Jj++)
if (Y(R[A103] || R[31[i])) return O;
return 1;

}

W algorytmie badania spdjnoSci operacjg dominujaca jest sprawdzanie, czy logiczna suma elementéw lezgcych
nad przekatng macierzy (R,./.) i odpowiadajacych im elementéw spod przekatnej (odpowiednio R/.,.) jest rowna 1.
Gdy relacja jest sp6jna, liczba sprawdzef — bedgca jednoczednie gérnym oszacowaniem ztozonosci algorytmu
—wynosi (podobnie jak w przypadku algorytméw badania symetrii i antysymetrii) co najwyzej n(n — 1)/2.

5 TYPY RELAC)I

WtasnoSci relacji dwucztonowej moga konstytuowac jej typ:

Jezeli relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, to jest relacjg rownowaznosci. Relacja rownowaznosci
dzielizbiérnaroztaczneklasy abstrakcji (klasy rownowaznosci). Jako przyktad mozna przedstawié nastepujaca
relacje rownowazno$ci: dwa samochody na pobliskim parkingu sa ze sobg w relacji, gdy maja ten sam kolor.
Mozna sprawdzi¢, ze tak zdefiniowana relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Klas abstrakcji jest
tyle, naile r6znych koloréw sg pomalowane samochody: jedng z klas abstrakcji stanowig samochody czarne,
inng czerwone, jeszcze inng srebrne itd.

Kolejnym typem jest relacja czeSciowego porzadku. Jest to relacja zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Zbiér
z relacjg czeSciowego porzadku jest zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym. W zbiorze czeSciowo uporzgdkowanym
porzadkowanie (sortowanie w sensie danej relacji) jest mozliwe tylko w ramach pewnych podzbioréw. Przyktadem
relacji czeSciowego porzadku jest relacja podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych niz 100.

Forma przedstawienia relacji jest jej graf. Tymczasem skofczony zbiér uporzgdkowany mozna takze przed-
stawi¢ w postaci tzw. diagramu Hassego [1, 2, 3]. Dla danej relacji porzadkujacej diagram ten powstaje przez
zredukowanie grafu relacji. Najpierw nalezy zredukowaé wszystkie petle charakteryzujgce zwrotnosé. W dru-
giej kolejnosci nalezy odrzuci¢ wszystkie tuki charakteryzujgce przechodniosé. Otrzymany po redukcji graf
nalezy narysowac tak, aby wszystkie jego strzatki byty skierowane do gory. Po tej operacji nalezy zlikwidowac
wszystkie groty strzatek na koAcach tukéw [1, 3].

Z kolei mocniejsze wymagania spetnia relacja porzadku liniowego. Jezeli relacja jest relacja porzadku
czeSciowego (a wiec jest relacjg zwrotna, antysymetryczng i przechodnia) i jednoczesnie jest spdjna, to jest
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to relacja porzadku liniowego. Porzadek liniowy jest wtasnoscia silniejsza niz porzadek czesciowy. Umozliwia
on porzadkowanie (sortowanie w sensie danej relacji) catego zbioru. Przyktadem relacji porzadku liniowego
moze byc relacja = w zbiorze liczb catkowitych dodatnich nie wiekszych niz 100.

Podobnie jak w przypadku relacji porzadku cze$ciowego, relacje porzadku liniowego mozna réwniez przed-
stawi¢ w postaci diagramu Hassego, ktory tym razem ma postac linii.

Relacja rownowaznosci umozliwia badanie, czy dwa elementy w zbiorze sg rowne (nalezg do tej samej klasy
abstrakcji), czy tez sag rézne (nalezg do réznych klas abstrakeji). W ramach tej relacji nie ma mozliwosci po-
rzgdkowania elementdw np. w sensie sprawdzania, czy jeden element poprzedza drugi element (w sensie
rozwazanej relacji). Tymczasem relacje porzadku dajg takie mozliwosci.

PRZYKtADY RELAC)I

Dla pokazania réznych wtasnosci i typow relacji zostang przedstawione dalsze przyktady kilku relacji. W kaz-
dym z przyktadéw zostang wskazane wtasnosci relacji oraz (o ile istnieje) jej typ.

Przyktad 2: Dany jest zbiorX={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Relacja w zbiorze X jest zdefiniowana w nastepujacy spo-
séb: xpy < x+y jest liczbg pierwszg, x, y € X. Macierz tej relacji ma postac:

11010100
10101000
01010001
R=|1 0100010 19)
01000101
10001010
00010100
00101000

Na rysunku 10 przedstawiono graf relacji (19). Relacja ta jest relacjg symetryczng: dla macierzy zachodzi
zwigzek R = R, za$ w grafie pomiedzy weztami biegna tuki w obie strony. Symetria jest jedyna wtasnoscia
omawianej relacji, poniewaz ta relacja nie jest zwrotna (7), przeciwzwrotna (8), antysymetryczna (10), prze-
chodnia (13) i spéjna (17).

Rysunek 10.
Graf relacji opisanej macierza (19)

> O relacjach i algorytmach 279>

Przyktad 3: Dla danego zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, relacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:
Xpy & xjest dzielnikiem liczby y, x, y € X. Macierz relacji ma postac:

(20)

O O O O O - ¥
O O O O - O -
O O O~ O - -
O O - O O O -
O r OO r r ¥
, O O O O O

el
I
"'cooooorl

Rysunek 11a przedstawia graf relacji (20). Pokazana w przyktadzie relacja jest zwrotna — kazda z liczb jest
swoim wtasnym dzielnikiem. Jest to takze relacja antysymetryczna — jezeli liczba x jest dzielnikiem r6znej od
siebie liczby y, to liczba y nie jest dzielnikiem liczby x. W grafie bedzie to widoczne w ten sposéb, ze pomiedzy
weztami biegna tuki tylko w jedng strone. Relacja jest takze przechodnia — zachodzi zaleznos¢ (14). W ten
spos6b spetnione sg warunki definiujace relacje czeSciowego porzadku.

Na rysunku 11b przedstawiono diagram Hassego dla relacji (20), otrzymany z redukcji grafu pokazanego
na rysunku 11a. Odrzucenie tukéw przedstawiajgcych zwrotnos¢ nie niesie zadnych trudnoSci. W przypadku
redukgji linii charakteryzujacych przechodnios¢ usunieto tuki bedace ,,drogami na skréty” od wezta 1 do we-
zta 4, a takze od wezta 1 do wezta 6. Po usunieciu grotow strzatek pozostat diagram Hassego.

a) b)

Rysunek 11.
Reprezentacja relacji (20): a) graf relacji, b) diagram Hassego

Tam, gdzie istnieje porzadek, tam pewne elementy poprzedzajg inne elementy. Gdy relacja jest relacjg cze-
Sciowego porzadku, jedne elementy poprzedzajg inne tylko w ramach podzbioréw. Oznacza to, ze pewne
podzbiory danego zbioru moga by¢ porzgdkowane (sortowane) w sensie tej relacji. Z diagramu Hassego moz-
na odczytad, ktore elementy poprzedzaja sie wzajemnie, a wiec ktére podzbiory mozna porzagdkowaé w sen-
sie omawianej relacji: {1,3,6}, {1,2,6}, {1,2,4}, {1,5} oraz {1,7}.
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Przyktad 4: Dla danego zbioru X = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64}, relacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:
Xpy & x jest dzielnikiem liczby y, x, ye X. W stosunku do poprzedniego przyktadu réznica polega jedynie
na rozpatrywaniu r6znych zbioréw. Przyjmujac, ze kolejnym elementom zbioru X odpowiadaja kolejne numery
wierszy i kolumn w macierzy relacji, macierz ta ma nastepujaca postac:

1)

-
I
O O O O O O -
O O O O O - -
O O O O F -, =
O OO R K1 K, R,
OO R P K1 KL R
O R P R, 1 R R
| Y

Rysunek 12a pokazuje graf relacji (21). Przedstawiona relacja jest zwrotna, antysymetryczna, przechodnia
i spojna. W przeciwiefistwie do relacji z przyktadu 3, ktéra byta relacjg porzadku czeSciowego, jest to relacja
porzadku liniowego. Oznacza to, ze caty zbiér mozna uporzadkowac (posortowac) w sensie danej relacji,
co widac na diagramie Hassego (rys. 12b).

a) b)

o;.,!

e

Rysunek 12.

Reprezentacja relacji (21), a) graf relacji, b) diagram Hassego

L

N
X

Przyktad 5: Dla danego zbioru X ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, relacja jest zdefiniowana w nastepujacy sposéb:
xpy & (x=y) mod 4, x, y € X. Tak zdefiniowang relacje nazywa sie niekiedy relacjg kongruencji modulo 4.
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Inaczej méwiac, zmienne xi y sa ze soba w relacji, gdy maja jednakowe reszty z dzielenia przez 4. Macierz tej
relacji wyglada tak:

(22)

O O O r OO O o
OO r»r OO O OO
O r OO O+ OO O
_ O O O rr O O O -
O OO r OO O+ o
O O r OO O rr OO
O r OO O r OO O
_ O O O O O O

IHOOOHOOOHI

Na rysunku 13 przedstawiono graf relacji (22). Z analizy macierzy oraz grafu wynika, ze jest to relacja
zwrotna — kazdy element jest w relacji z samym soba, na przekatnej macierzy znajduja sie same jedynki,
a w grafie kazdy wezet ma petle. Jest to takze relacja symetryczna — jezeli liczba x ma reszte z dzielenia
przez 4 identyczng z reszta z dzielenia liczby y przez 4, to takze liczba y ma reszte z dzielenia przez 4 iden-
tyczng z resztg z dzielenia liczby x przez 4. W grafie pomiedzy réznymi weztami tuki biegng parami i sg
skierowane w przeciwnych kierunkach. Relacja jest takze przechodnia — zachodzi zwigzek (14): w grafie
kazda Sciezka o dtugosci dwéch tukéw moze byé zastapiona przez sciezke ,,na skroty” majaca dtugosé
jednego tuku. Jest to wiec relacja rownowaznosci. Relacja ta dzieli zbiér na cztery podzbiory bedgce klasa-
mi abstrakcji. Kazda z klas zawiera elementy bedgce ze sobg w relacji, czyli takie, ktére majg identyczne
reszty z dzielenia przez 4: {1,5,9}, {2,6}, {3,7}, {4,8}. Na rysunku 13 klasy abstrakcji sa widoczne jako cztery

podgrafy spdjne.

!
'oo’ No

Rysunek 13.
Graf relacji opisanej macierza (22)

7 PROGRAM DO BADANIA RELAC)I

Macierzowa reprezentacja relacji umozliwia algorytmizacje badania wtasnosci relacji, a w konsekwencji
umozliwia utworzenie programu do badania wtasnosci i typoéw relacji. Taki program mégtby byé dobrym tre-
ningiem programistycznym, przygotowujagcym do tworzenia w przysztoSci bardziej ztozonych programoéw.
Sformutowanie odpowiedniego zadania programistycznego przedstawiono w postaci zblizonej do formy za-
dah wystepujacych na zawodach algorytmicznych.
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Zadanie:

Koledzy Jasia postanowili zagrac w gre planszowa, ktora sktada sie z wielu etapéw. W kazdym z etapéw
odbywa sie rozgrywka, po zakoficzeniu ktérej, aby przejs¢ na wyzszy poziom, trzeba rozwigza¢ pewne
dziwne zadanie matematyczne. Jas chetnie by wziat udziat w grze, ale nie potrafi rozwigzaé zadania,
gdyz nie uwazat w czasie spotkan kétka matematycznego. Potrzebuje pomocy. Poméz mu, piszac od-
powiedni program.

Rozwigzujac zadanie, Jasio powinien odpowiedzieé na pytanie, jakie wtasnosci i jaki typ ma pewna re-
lacja dwucztonowa w zbiorze sktadajacym sie z nie wiecej niz stu elementéw. Za kazdym razem relacja
jest zdefiniowana w nastepujgcy sposdb: jezeli i-ty element jest w relacji z elementem j-tym, to na wej-
Sciu w osobnym wierszu pojawi sie rozdzielona spacjami para liczb i oraz j. Liczba wierszy w zestawie
danych jest rowna liczbie par (/,f) dla ktérych zachodzi relacja. O wielkoSci zbioru, na ktérym okreslona
jest ta relacja mozna wnioskowac na podstawie najwiekszej z liczb i albo j w parach.

Napisz program, ktérego wynikiem dziatania bedzie wiersz opisujacy przy pomocy odpowiednich skré-
tow oddzielonych spacjami wtasnosci relacji (o ile wystepujg) oraz typ relacji (rowniez, o ile wystepuje),
w nastepujacej kolejnosci:

Z — zwrotna;

PZ — przeciwzwrotna;

S - symetryczna;

AS - antysymetryczna;

PS - przeciwsymetryczna;
P — przechodnia;

SP - spbjna;

RR - relacja rownowaznosci;

RCP — relacja czeSciowego porzadku;
RLP — relacja liniowego porzgdku;
X - zadnazpowyzszych.

Przyktad:
Wejscie:
23

29

34

57

59

67

78

83
Wyjscie:
PZ AS
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PODSUMOWANIE

Relacja dwucztonowa w zbiorze moze by¢ przedstawiona przy pomocy macierzy zerojedynkowej, ktéra jest jed-
noczesnie macierzg sgsiedztwa grafu relacji. Graf relacji przez odwotywanie sie do wyobraZzni, daje mozliwos¢
badania relacji w prosty i intuicyjny sposéb. Tymczasem reprezentacja macierzowa umozliwia algorytmizacje ba-
dania wtasnoSci relacji, a w konsekwencji pozwala na napisanie programu do badania wtasnosci i typow relacji.
Takie podejscie daje mozliwos¢ przejscia od abstrakcyjnego modelu matematycznego do konkretnego modelu
w postaci algorytmu komputerowego. W wyktadzie oméwiono algorytmy wykorzystujace te macierz do badania
wtasnosci relacji takich jak zwrotno$¢, przeciwzwrotnosé, symetria, antysymetria, przechodnio$é oraz spéjnosc
relacji. Przedstawiono takze przyktady ré6znych relacji, wraz z okreSleniem ich wtasnosci oraz typow. Stwierdzo-
no, ze algorytmy do badania relacji, wykorzystujgce operacje na macierzach, mogtyby by¢ dobrym treningiem
programistycznym, przygotowujgcym do tworzenia bardziej ztozonych programéw. Wobec tego zaproponowano
zadanie programistyczne w postaci zblizonej do zadah wystepujacych na zawodach algorytmicznych. Rozwigza-
niem tego zadania bytby program wykorzystujacy oméwione w wyktadzie algorytmy badania relacji.

INFORMACJA

W trakcie przygotowywania niniejszego wyktadu do rysowania graféw zastosowano program yEd Graph Editor
w wersji 3.6.1.1, dostepny na stronie internetowej http://www.yworks.com, nalezgcej do firmy yWorks GmbH.
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DODATEK

W wyktadzie pojawity sie pojecia i operacje z obszaru algebry liniowej. Zagadnienia te moga nie by¢ znane
adresatom wyktadu. Niniejszy dodatek zawiera kilka podstawowych faktéw dotyczacych tych zagadnien.
Wyktad byt pisany przy zatozeniu, ze jego odbiorcy znajg pojecie tablicy jednowymiarowej i dwuwymiarowej
w jezyku C++. Tablica jednowymiarowa jest tozsama z wektorem w matematyce. Podobnie, tablica dwuwy-
miarowa w jezyku C++ jest tozsama z macierzg. Trzeba tylko pamietac o tym, ze jezeli w opisie matematycz-
nym sktadniki n-elementowego wektora oraz n wierszy lub kolumn w macierzy sa indeksowane liczbami
od 1 do n, to w jezyku C++ odpowiednie elementy tablicy jednowymiarowej lub wiersze i kolumny tablicy
dwuwymiarowej sg indeksowane liczbami od 0 do n — 1. Wobec powyzszego, samo pojecie wektora oraz
macierzy nie bedzie tu szerzej omawiane. Natomiast takie pojecia jak iloczyn skalarny dwoch wektoréw,
transpozycja macierzy, macierz symetryczna albo algorytm mnozenia macierzy zostana potraktowane nieco
szerzej.

lloczyn skalarny: operacja przyporzadkowujaca dwém wektorom liczbe rzeczywista. Jezeli dany jest wektor
a=(a,a,, ..,a)iwektorb=(b,,b,, .., b),toiloczyn skalarny a-b definiuje sie jako sume wszystkich iloczynéw
a-b:

n
a-b =E’10"b"=alb1+ a,b,+...+ab ..
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Macierz kwadratowa: macierz, ktéra ma takg samg liczbe wierszy i kolumn. Macierz A przedstawiona nizej
jest przyktadem macierzy kwadratowej o rozmiarze 3x3:

o U N
O O W

Tymczasem pokazane nizej macierze Bi C nie sa macierzami kwadratowymi, gdyz maja r6zna liczbe wierszy i kolumn:

O N &~ -
= 00 U1 N
N O O W
o &~
O 00 N
N = O

Transpozycja macierzy: przeksztatcenie macierzy polegajace na wzajemnej zamianie (wzajemnym przestawie-
niu) wierszy z kolumnami. Macierz transponowang wzgledem macierzy X oznacza sie jako X'. Pokazane wyzej
macierze B i C sg wzajemnymi transpozycjami: B = C" oraz C = B'. Dla macierzy A jej transpozycja A" ma postac:

N U~
O 00

W wyniku transpozycji elementy na gtéwnej przekatnej macierzy nie ulegajg zmianie.

Macierz symetryczna: kwadratowa macierz S o rozmiarze nxn jest symetryczna (wzgledem gtdéwnej przekat-
nej), jezeli dla kazdego i,j=1, 2, ..., n zachodzi zwigzek SU. = Sﬁ:

V)

I

Wn

~

1
vl O\
NN O
w N~ U

Mnozenie macierzy: mnozenie macierzy A przez macierz B jest operacja, ktérej efektem jest macierz wyniko-
wa C: = A-B. Wymaga sie przy tym, aby macierz A miata tyle samo kolumn, ile wierszy ma macierz B. Wynikowa
macierz C matyle wierszy, ile wierszy posiada macierz Ai tyle kolumn, ile kolumn ma macierz B. Jezeli zatozy¢,
ze Ai B s macierzami kwadratowymi o rozmiarze nxn, to takze macierz C jest kwadratowa i ma identyczny
rozmiar. Rozwaza sie 3 macierze kwadratowe A, B oraz C, kazdg o rozmiarze nxn. Macierze A i B sg dane, za$
macierz C jest nieznana:

* * * * * * * * * : * *

11 1n 1j *
* * * * * * * b * * * * : * *

2j .

A = a/l alZ ain B = C = Cu
* * * * * * * * * * * * *
a * * * a * * b * * * * * *

nl nn nj
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Nalezy znaleZ¢ macierz Cjako iloczyn macierzy Ai B:
C:=AB.
Pojedynczy element znajdujacy sie w i-tym wierszu oraz w j-tej kolumnie macierzy C (oznaczony jako ci/.) liczy

sie, jako iloczyn skalarny i-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B. Dla podkreslenia tego faktu,
operacje te mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

* * * *
b,
* * * *
b,
* * * *
* * * *
b,
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *
all aiz aln CI/
* * * * * * * * *
* * * * * * * * *

Dla znalezienia wszystkich elementéw macierzy C nalezy znalezé wszystkie iloczyny skalarne odpowiednich
wierszy macierzy A oraz odpowiednich kolumn macierzy B. Funkcja stuzaca do znajdowania elementéw ma-
cierzy C ma nastepujacg postac:

void mnozenie macierzy(int A[SIZE][SIZE], int B[SIZE][SIZE], int C[SIZE][SIZE], int n)
{ int i,3;
// C := A*B
for (i=0; i<n; it+)
for (j=0; j<n; Jj++)
{ C[i][j]=iloczyn_skalarny(i-ty wiersz macierzy A, j-ta kolumna macierzy B);

}
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Iloczyn skalarny i-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B mozna obrazowo przedstawié w postaci
nastepujacego schematu:

j-ta
kolumna
a.b._. e
171,
Y b,
+ J
Suma iloczynéw - . ol
+
ain bn[
«—|b .
nj
T T T )
i-ty wiersz - la, a,l (o =k2 a, bk/,
=1

lloczyn ten jest sumg n iloczyndw a, b, . Ostatecznie algorytm mnozenia macierzy ma nastgpujacg postac:

void mnozenie macierzy(int A[SIZE][SIZE], int B[SIZE][SIZE], int C[SIZE][SIZE], int n)
{ int i,3;
//mnozenie macierzy: C := A*B
for (i=0; i<n; it++)
for (3=0; j<n; Jj++)
{ //iloczyn skalarny i-tego wiersza macierzy A
//oraz j-tej kolumny macierzy B
C[i1[31=0;
for (k=0;k<n;k++) C[i][]j] += A[i][k] * B[KI[]];



